Winkel im Dreieck gesucht

Eine Aufgabe von Rainer Rosenthal

aus Newsgroup de.sci.mathematik

Vorgelegt sei das gleichschenklige Dreieck ABC von dem nur der Winkel
<ACB = 20° bekannt ist. Auf der Seite BC befindet sich der Punkt D in
der Entfernung CD = AB. Berechne aus diesen Angaben den Winkel <ADB
(Punktezahl=8).
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Abbildung 1: Skizze zur Aufgabenstellung
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Losungsvorschlag 1 iiber das regelméflige 9-Eck

von Rainer Rosenthal

Wir zeichnen ein regulidres 9 — Eck mit dem Zentrum M und den Ecken F; bis
FEy. Das Dreieck ABC aus der Aufgabe wird nun in das Neuneck eingebettet,
so das A = Ey, B = Ey und C = FEg gilt. Wegen AB = E|E, = E5Fg und

Abbildung 2: Skizze zur Originallsung

EgD = EgFEs ist ADFEgE5 gleichschenklig. Der Winkel <D EgErs berechnet sich
aus der Differenz:

<E E¢Es — <E1E¢E> = 80° — 20° = 60° (1)

Damit ist das A D FEgEs ein gleichseitiges Dreieck, bei dem alle drei Innenwinkel
identisch 60° betragen. Aus Symmetriegriinden halbiert die Gerade durch E;D
den <EgD Es5. Damit ist der gesuchte Winkel <t D FEs Wechselwinkel zu einem
30° Winkel, also selbst gleich 30°.
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Losungsvorschlag 2 iiber Zentriwinkelsatz

FEin zweite Moglichkeit, den gesuchten Winkel zu bestimmen, nutzt den Zentri-
winkelsatz im Kreis. Dazu wird Abbildung 2 um die Strecken F1 M und EoM
ergénzt (Abbildung 3). Der Zentriwinkel iiber der Kreissehne FFEj ist stets

Abbildung 3: Zentriwinkel <(F1 M E5 iiber der Sehne E1Es

doppelt so grofl wie der der zugehorige Peripheriewinkel iiber der gleichen Seh-
ne.
<<E1MEy; =2 -<E1EgEy; = 2-20° = 40° (2)

Die Basiswinkel im gleichseitigen Dreieck E1M Es betragen : (180° —40°) +
2 = 70°. Im Dreieck FjFEgF ist der Basiswinkel 80° grof. Aus Abbildung 2
wissen wir bereits, das die Gerade AD duch M verlauft. Nun ergibt sich der
gesuchte Winkel im Dreieck F1DF5 aus :

<E1DEy = 180° — <EyFyD — <FEEyD = 180° — 70° — 80° = 30° (3)
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Losungsvorschlag 3 iiber den Tangenssatz

von Peter Stratmann
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Abbildung 4: Skizze zur Losung

Wir fallen vom Punkt C' und Punkt D das Lot auf die Seite AB. Weiterhin
seien die Winkel «, 8 und « wie in Abbildung 4 eingefiihrt. Im rechtwinkligen
Dreieck AED gilt der Tangenssatz:

_a tan 80° — 2 a sin 80° _ tan 80° — 2 sin 80° ~ 2.TATAT  (4)

c
b a + 2a cos 80° 1+ 2 cos 80°

tan o =

—  a=70°, B=90°—a=20° ~=180°—a—80°=30° (5)
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Losungsvorschlag 4 iiber den Kosinussatz

von Ingmar Rubin

Wer nicht auf die geniale Idee mit dem 9-FEck kommt, mufl den steinigen Weg
iiber die GesetzmaBigkeiten im Dreieck gehen. Die Teilstrecken im Dreieck ABC
seien geméfl Abbildung 5 benannt. Die Winkel werden wie folgt abgekiirzt:

oa=<BAC, (=<CBA, 6=<FEDB, ¢=<AED

A C B

Abbildung 5: Skizze zur Losung

Zunéchst erkennt man, das im Viereck ABDFE die Summen der gegeniiber-
liegenden Winkel 180° betragen. Diese Tatsache gilt iibrigens fiir jedes gleich-
schenklige Dreieck !

~180° — 20°

5 =80°, §=-e=180°—80° = 100° (6)

a=p
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Damit liegen die vier Punkte ABDE auf einem Kreis (Sehnenviereck). Es
gilt der Satz des Ptolemdus:

e=(a—c)+c-d (7)
Die Strecke d = DE folgt aus dem Strahlensatz:

a C
=2 d== 8
i - (8)

ISH e

Damit betrigt die Linge der Transversalen e = AD

3
e=1/(a—c)? 4+ — 9)
a
Mit dem Cosinussatz im Dreieck ADB berechnet sich Winkel <ADB = w
AL
2 a2 2
=e+(a—c)?—2-e-(a—c)-cosw — cosw= e tla—c —c (10)

2e(a—c)

Mit e aus Gleichung (7) erhalten wir :

242 _ 4 2, A
cosw = d Gerety (11)

2 (a—c)2+§(a—c)

Seite ¢ kann aus dem Kosinussatz im AABC berechnet werden:

2

A=a*+a®>—-2d®> cosy — c=a+\2—2cosy, v=20° (12)

Nun wird ¢ in Gleichung (9) ersetzt und soweit als moglich vereinfacht (Com-
puteralgebrasystem zu Hilfe nehmen !):

a(—2+ cos[y] + V2 =2 cos[y] (1 + cos[1]))

cosw = (13)

a(—1++/2—2cos[y]) \/(3 —2 (14 /2 =2 cos[v]) cos[y])

Man erkennt, das der Winkel w unabhéngig von a ist. Fir v = 20° =
erhélt man schliellich:

s

9

-3+ os [F] + sin [%] :\/_g —  w=30°

c 1
)\/2—2005[%]+251n[f—8] 2

COS W =

(14)




