Ein Halbkreis im Viertelkreis

Rétselaufgabe aus mathsoftpuzzle

Abbildung 1 zeigt den Kreis k1 mit dem Radius 7 = 1 und einen Viertel-
kreisbogen ks mit dem Radius R = 2. Im Punkt D liegt die Tangente g; am
Kreis k1. Die Tangente schneidet den Viertelkreisbogen im Punkt £ und die
y— Achse im Punkt C .

Bestimme die Gleichung der Tangente so, dafl die Region ACE maximalen
Flacheninhalt erhalt !
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Abbildung 1: Skizze zur Aufgabenstellung

Punktezahl=10




Losungen

Die Flache ACFE kann auf zwei verschiedenen Wegen berechnet werden. Die
klassische Methode mittels Integralrechnung ist von der Uberlegung her der
schnellere Ansatz. Wenn x;,ys die Schnittpunktkoordinaten zwischen Viertel-
kreisbogen und Tangente bezeichnen, so folgt ACE aus dem Integral (1):
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Abbildung 2: Skizze zum Losungsweg 1

Die Auswertung des Integrals fithrt auf komplizierte Gleichungen, die nur
mit Computerunterstiitzung 16sbar sind.

Der zweite Weg kommt bei der Flachenberechnug mit elemetargeometri-
schen Methoden aus. Bei genauen Hinsehen erkennt man, das die Fliche OBEC
sich aus dem Kreissektor OBE und dem Dreieck OFC zusammensetzt. Dieser
Weg ist vom Ansatz etwas schwieriger und verlangt gute Kenntnisse der analy-
tischen Geometrie sowie der Formeln /Sétze rund um den Kreis.




Bei der algebraischen Umformung der Gleichungen sowie zur Differentiation
/ Integration sollte ein Computeralgebrasystem wie Mathematica, Maple V oder
MuPAD zu Hilfe genommen werden.

Fliachenberechnung mittels Integration

Als Koordinatenursprung wurde Punkt F' gewéhlt. In Abhéngigkeit vom Winkel
t wird eine Formel zur Berechnung der Fliache ACFE hergeleitet.
Tangentengleichung im Punkt D(xg, yo):
2 Zo ?

r
g1 : Tox +Yoy1 =T — Yy =—— T+ — (2)
Yo Yo

Die Koordinaten von D in Abhénkigkeit von ¢ sind iiber die Parameterdar-
stellung vom Kreis k; gegeben:

xo =1 - cos(t), Yo = r - sin(t) (3)
Gleichung des Viertelkreisbogen ko mit Mittelpunkt M (—r,0) :
ko (z+7r)?+ys=R* — yp=+/R2—(z+7)? (4)

Schnittpunktkoordinaten zwischen g7 und ks:
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Von den zwei Schnittpunkten mufl die positive Losung mit x; > 0, ys > 0
gewihlt werden. Der gesuchte Flacheninhalt AC'E berechnet sich aus:

Ts Ts 9
A:/(yQ—yl)-d:U:/< RQ—(x—i—r)Q—l—@-x—r—)-dx (5)
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Wir ersetzen die Koordinaten zg, yp durch die Paramterdartsellung (3) und
setzen r =1, R = 2:

A= —3(2+ cost]) esc[t] + & esc[t] ( — 2x,+

4 — (1 + x4)* sin[t] + 4 arctan [\/%] sin[t]+

zs(scos[t] + /4 — (1 + x4)? sin[t]))

Anschlielend wird x5 durch die oben ermittelte Schnittpunktkoordinate er-
setzt:

\/—(—5 + 4 cos|t] + cos[2t])sin[t]?
V2

s = cos[t] — sin[t]® +

(6)

Alt)=3 <4 arctan [(1 + cos[t]—
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sinft]? + \/(5—4cos[t]\;gos[?t])sin[t]z> N

\/< - ( — 1 + cos[t] — sin[t]*+

\/(5—4 cos[t]—cos[2t])sin][t]? >
V2

<3 + cos[t] — sin[t]*+

\/(5—4 cos[t]—cos[2t])sin[t]? ) > ) >
V2




Die Funktion A(t) ist recht kompliziert. Der iibliche Weg zur Maximumbe-
stimmung iiber die 1.Ableitung wird deshalb umgangen. Aus dem graphischen
Verlauf A(t) kann ein Startwert zur numerischen Maximumfindung ermittelt
werden. Mit Hilfe von Mathematica findet man als Lésung;:

tmae = 1.7471rad = 100.1°,  Apas = 1.24834 (7)
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Abbildung 3: Funktion A(t) im Intervall 7 <t <=




Fliachenberechnung iiber die Kreisformel

Bei diesem Losungsweg minimieren wir den Flicheninhalt Appgrc was zur Auf-
gabenstellung (Maximum von Agcp ) dquivalent ist.
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Abbildung 4: Skizze zum Losungsweg 11

Der Fliacheninhalt fiir OBEC setzt sich aus dem Kreissektor <OBE und
dem Dreieck AOEC zusammen:

1 1 1 1
AOBEC:E-RQ-t+§-R-n-Sin<g—t) :§-R2-t+§-R-n-cos(t)(8)

Die Strecke n ist vom Winkel ¢ abhéingig. Zur Ableitung der Funktion n(t)
sind zwei Wege moglich.




Ableitung der Funktion n(t) aus der Tangentengleichung

Geradengleichung der Tangente in allgemeiner Form :
g1: y=m-x+n (9)
Kreisgleichung fiir k£; mit Mittelpunkt in M (r,0) :
ko (z—r) 4y =12 (10)
Die moglichen Schnittpunkte zwischen g; und k; ergeben sich aus:
ki=aq (:1:—7")2+(m-x+n)2:7"2 (11)

Losung der quadratischen Gleichung :

—mn + 1+ Vr?+ 2mnr — n?
1+ m?

xTr =

—mn +1 — Vr2 +2mnr —n?
14+ m?2

To = (13)

Da g; Tangente in D ist, miissen beide Punkte zusammenfallen. Mit anderen
Worten suchen wir die relle Doppellésung, d.h. die Diskriminante muf} identisch
Null sein:

2 2
ré—n
0=r>=2mnr—n?> — m=

(14)

2nr

Die Grolen m und n stehen also in einem abhéngigen Verhéltnis zueinander.
In der Tangentengleichung kann m durch n ersetzt werden :

r2 _ 2

gvoYy=p cz+n (15)

Um die Grofle n als n(t) zu bestimmen, setzen wir nun die Schnittpunktko-
ordinaten von F in die Tangentengleichung ein und 16sen nach n auf:

ze = Rcos(t), Ye = Rsin(t) (16)

r2 _ 2

g1: Rsin(t) = -Rcos(t) +n (17)

2nr

rRsin[t] + \/—2r3R cos|t] + r2R2cos[t]* + r2 R2sin[t]?
t) = 1
n(t) 2r — Rcoslt] (18)

Fiir r = 1 und R = 2 vereinfacht sich der Ausdruck wie folgt:

T a




Ableitung der Funktion n(t) aus der Kreisgeometrie
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Abbildung 5: Skizze zum Losungsweg 11

Satz Legt man von einem dufleren Punkt die Tangenten an einen Kreis, so
sind die Tangentenabschnitte stets gleich lang.
In Abbildung 5 gilt damit:

0C—CD=n, BG=DG--: (20)

Die Drachenvierecke OF DC' und FDGB sind einander dhnlich, da die In-
nenwinkel identisch sind. Es 148t sich die folgende Beziehung zwischen den
Strecken n und z aufstellen:

r_z . n-z=r? (21)
n o
Der Tanges vom Winkel v berechnet sich aus:

z—n _ Rsin(t) —n

tan(7) = R Recos(t) (22)




Mit z = % erhalten wir :

r2—n?  Rsin(t) —n (23)
R-n  Rcos(t)

Die Auflésung der Gleichung ergibt:

Rtan[t] + \/—47“2(—1 + seclt]) + R2tan][t]?
n(t) = 2(—1 + seclf]) (24)

Fir r =1 und R = 2 erhilt man:

/(=1 + sec[t]) sec[t] + tan][t]
—1 + sec[t] (25)

n(t) =

Berechnung des Minimums der Funktion A(t)
Das Ergebnis n(t) wird nun in die Ausgangsgleichung A(t) eingesetzt:

\/_\/R 2 cos[t] — Rsinlt] -cos(t) (26)

A==-R%*.¢
2 +2 —2—|—Rcos[]

Wir bestimmen den Extremwert der Funktion A(¢) aus den Nullstellen der
ersten Ableitung:

dA _ R? | R?coslt]sin[t](VR\/R—2cos[t]—Rsin[t])
¢ 2 2(—2+Rcost])?

Rsin t](\F\/R 2 cos[t Rsm[t]

2(—2+R cos[t])

VRsinlt]

Rcos[t]| —R cos[t]+ A5 coull]

2(—2+R coslt])

Um die Gleichung algebraisch zu Losen, ersetzen wie voriibergehend die Win-

kelfunktionen durch rationale Terme:

cos(t) = z, sin(t) = V1 — 22 (27)

Rzzx/leQ(\/E\/R72z7R\/1722) .

dA

W - 7 2(—2+R2’)2
VRV1-z
Rz| —R
RV1—22(VRVR—2z—RV1—22) Z( R )
2(—2+Rz) + (2T R

Die Gleichung liefert fiir z die folgende Losungsmenge:

9+R%2—/81—14R2+ R4 }
iR )

{{Zl =-1+ R}7 {Z2 =1+ R}7 {23 =
{24 = 9+R2+\/8411514R2+R4 1
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Als einzig sinnvolle Losung kommt 23 in Frage:

9+ R%2 — /81 — 14R? + R*
z =

iR = cos(t) (28)

In der Funktion n(t) kann cos(t) und sin(¢) nun durch z ersetzt werden:

_ V'R\/R — 2cos|t] — Rsin[t] _ VRVR =2z — RV1 — 22

t 29
n(t) —2 + Rcoslt] 2+ Rz (29)
2
\/E\/—9+R2+ 81—14R2+R% <9+R2\/8114R2+R4)
R
4< 7 —R\1- T3 )
n =
1+ R?2— /81 —14R?2 + R?
Fir R = 2 erhalten wir :
1

n=/5(=5+ Vi) (30)

Das Ergebnis setzen wir in Gleichung (15) ein und erhalten die optimale
Tangentengleichung;:

1 31  5v4l 1
g1: yopt—z\/—7+T\/_'$+\/§(—5+\/‘ﬁ) (31)

Zum Abschluf} 16sen wir die transzendente Gleichung z = cos(t):

9+ R?— /81 — 14R? + R*
z =

iR = cos(t) (32)

1
tyin = ATCCOS [g (13 - \/41>] = 0.601285 rad = 34.451° (33)

Abbildung 6 zeigt den Funktionsverlauf A(¢) im Intervall 7/10 < ¢t < 7/3
Durch Subtraktion von der Viertelkreisfliche erhélt man die Fliache Ascp (Ab-
bildung 7).

Aucr = % R2— A1) (34)
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Abbildung 6: Minimum der Funktion A(¢) bei ¢t = 0.601
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Abbildung 7: Flache A cp in Abhingigkeit von ¢




