Die Turbo-Badewanne

Ein Beitrag von Ingmar Rubin

4. September 2000

Vor Kurzem entdeckte ich im Internet unter www.mathe-treff.de die folgende Aufgaben-
stellung, welche ich um einige Angaben ergéinzt habe.

Franz Prahlhans mufl immer das Neueste haben. Jetzt hat er sich eine neue Turbo-
Badewanne gekauft, die innerhalb von 4 Minuten gefiillt werden kann, wenn der Wasserhahn
ganz aufgedreht ist. Die Wanne besteht aus edelsten Materialien: 400 kg Marmor, Arma-
turen aus Platin und der AbfluBstépsel - mit einem Durchmesser von 5c¢m - ist mit einem
Diamanten verziert. Die innere Form der Wanne entspricht einem Ellipsoid mit den Halbach-
sen a = 135em, b = 50cm und ¢ = 40 cm. Wenn man den Abflufl 6ffnet, ist die Wanne
innerhalb von 3 Minuten leer.

a) Wie lange braucht Franz eigentlich, um die Wanne zu fiillen, wenn er wieder einmal
vergessen hat, den Abflufl zu verschlieflen ?

b) Was dndert sich an der Aufgabenstellung wenn man die beiden Zeitangaben vertauscht,
d.h. die Wanne fiillt sich in 3 min und wiirde sich in 4 min vollstdndig leeren ?

c) Unter der Annahme, das sich die Wanne in 4 min leert, soll die Zeit berechnet werden bis
sich der Wasserspiegel nach ziehen des Stopsels um die Hilfte gesenkt hat.

Abbildung 1: Elliptisch geformte Badewanne, Malangaben in ¢m




Losung zum Aufgabenteil a

Es seien folgende Bezeichner vereinbart:

e IV Volumen der Badewanne,

e h Hohe der Badewanne,

g Fallbeschleunigung an der Erdoberfliche g = 9.81 33,

Vs ZuflieBgeschwindigkeit aus dem Wasserhahn in é,

v1 Sinkegeschwindigkeit des Wasserspiegels in der Wanne,

vo AbflieBgeschwindigkeit am Stopsel,

e A;(h) Wannenquerschnitt in Abhéngigkeit von der Hohe,

Ay Querschnittsfliche des Stopsels,

Die Turbo-Badewanne wird sich bei getffnetten AbfluB niemals fiillen. Die Zufliege-
schwindigkeit ist kleiner als die AbflieBgeschwindigkeit. Das Volumen der elliptisch geformten
Wanne berechnet sich zu:
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V:§-7r~a-b-c:565.5l (1)

Hinweis: Die Formel aus [1] gibt das Volumen fiir einen ganzen Ellipsoid an. Im vorliegen-
den Fall muf} deshalb der Faktor von 4/3 auf 2/3 reduziert werden.

565.5 1 l 565.5 1 !
Y2 = 160 s s' 27 3760s P (2)

Eine Wasserzunahme in der Wanne setzt voraus, das v,, > v ist. Das ist hier nicht der
Fall.

Losung zum Aufgabenteil b

Vertauscht man die Zeitangaben in der Aufgabe, so wird die Losung schwieriger. Die Zu-
flieBgeschwindigkeit ist jetzt groBer als die durchschnittliche Abflielgeschwindigkeit. Ohne
analytische Rechnung 1483t sich keine Aussage treffen, wie weit sich die Wanne bei gedffneten
Abfluf fiillen wird. Aus dem Volumen der Wanne und der Zeit bis sie sich bei geschlossenem
Abflufl gefiillt hat, folgt die Zufliegeschwindigkeit:

1% 2.-m-a-b-¢  565.51 l

Die Abflielgeschwindigkeit ve &ndert sich in Abhéngigkeit von der Hohe des Wasserspie-
gels in der Badewanne nach dem Gesetz von Toricelli [2].

U2(h) =p-\2-g-h, Hwasser = 0.6 (4)




Die Sinkgeschwindigkeit des Wasserspiegels in der Wanne folgt aus der Kontinuititsglei-
chung:

v1 - A] = vg - Ay = const. (5)

Aus dem Durchmesser des Stopsels folgt der Querschnitt vom Abflufl:

7
Az = Z - d? (6)
Die abflieBende Wassermenge je Zeiteinheit in Abhéngigkeit von der WasserspiegelhGhe

ergibt sich zu:
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Abbildung 2: Abfliegeschwindigkeit der Turbo-Badewanne

Aus der Grafik ist erkennbar, das die Wanne sich hdchstens bis A = 36 ¢m fiillen kann, da
dann die AbflieBgeschwindigkeit die Grofle der ZuflieSgeschwindigkeit erreicht hat.

Losung zum Aufgabenteil ¢

Es mufl beachtet werden, das der Wannenquerschnitt sich in Abhéngigkeit von der Hohe
dndert.

Aus der Geometrie der Badewanne muf} eine Funktion A; = A;(h) abgeleitet werden. Der
Querschnitt der Wanne entspricht einer Ellipse, wobei die Lange der Halbachsen a und b von
der Hohe des Wasserspiegels abhéingig sind. Zunédchst wird die Fldchenformel fiir die Ellipse
bereitgestellt. Wir verwenden dazu die Parameterdartstellung. Mit Hilfe der Leibnizschen
Sektorenformel wird anschlieBend die Fléche berechnet.

Die Koordinaten vom Punkt P(z,y) berechnen sich zu:

x =a-cos(a), y="b-sin(a) (8)




P(x.y)

=2

Abbildung 3: Ellipse in Parameterdarstellung

Fliche der Ellipse Leibnizsche Sektorenformel:

a=21
A = % /(x-y—jc-y)-da (9)
a=0
a=2Tm
A = %.a.b. /((:05204—1—5in2 )-da (10)
a=0
A = 7mm-a-b (11)

Die Groflen @ und b sind Funktionen des Winkels A. Abbildung 4 zeigt die Abhéngigkeit
fiir die grofie Halbachse a. Dreht man das Bild 90°um die z-Achse, so erhilt man analaog die

Abhi:

a'=altos(A Q(a'c)

Abbildung 4: Abhéngigkeit der Ellipsenachse a'vom Winkel A

’ !

a (A) =a-cos(N), b (\) =b-cos(A) (12)




Die Hohe des Wasserspiegels folgt aus:
h=c-(1—sin(}\)) (13)

Die Querschnittsfliche der Badewanne in Abhéngigkeit vom Winkel A , und davon von
der Wasserspiegelhdhe, betrigt:

!

AN =7-a-b-cos’(\) (14)

Das Volumen der Badewanne erhdlt man durch Aufsummierung aller Ellipsenscheiben mit
der infinitesimalen Hohe dh von h = 0 bis h = ¢:
h=c ,
V= AN -dh (15)
h=0
Da A'in Abhéngigkeit vom Winkel A gegeben ist, wird die Integrationsvariable h nach A
transformiert.

h=c-(1—-sin(\)) — dh=—c-cos(\)-dA (16)
A=0 )
v o= / —A(\) - cos(A) - dA (17)
A=m/2
A=0
V = W-a-b-c-/ —cos®(\) - d A (18)
A=m/2
1 A=0
vV = 7r~a-b-c-[—-(—Q-Sin()\)—sin(?)-)\)) (19)
12 A=m/2
V = §~7T-a-b-c (20)

Aus dem Kontinuitdtssatz und der Toricelli-Formel kann jetzt die Zeit T berechnet wer-
den, bis sich die Wanne vollstdndig entleert hat. Der Vollstdndigkeit halber werden noch
einmal alle Beziehungen zwischen den Groéfilen zusammengetragen, wobei die Abhéingigkeit
vom Winkel \ dargestellt wird:

Kontinuitétssatz:
Ay v = Ay vy (21)
elliptische Querschnittsflache:
Ai(N) =m-a-b-cos?(N) (22)
Sinkgeschwindigkeit des Wasserspiegels in der Wanne:
dh  —c-cos(A)-dA

= = 2
BT dt (23)
Flidche vom Wannenabfluf§ (Stopsel):
Ay =" 2 (24)
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Abflieigeschwindigkeit nach Toricelli
va(h) = p-V2 g h=p-\/2-g-c- (1—sin(})) (25)

Das Einsetzen der Groflen in den Kontinuititssatz liefert:

7r-a~b-cosz()\)-_c'coz(t)\)‘dkZg-dz'u'\/2'9'0'(1—Sin(/\)) (26)

Die Differentialgleichung 1.Ordnung kann nach Trennung der Verdnderlichen integriert
werden.

t=T —4-q-b-c A=0 cos?(\)
dt = . — - d ) 27
/tzo d?-p-2-g-¢ Ja=rj2 /1 —sin()) (27)

Das Integral kann mittels Substitution z = sin(A\) —  dz = cos(A) - d\ gelést werden.

cos?(A) - d A R 1—22 da
V1 —sin(A) V1—z

Die Auslaufzeit der gefiillten Wanne betrégt:

(28)

T — —4-a-b-c —3042-cos(2-X) +35-sin(A) + 3 -sin(3 - ) A=0
A2 u-2g-c 30 - y/1 —sin()) -
—4-a-b-c 14
T = c|——| =239.88s5 ~ 4ms
d2-p-\2-g-c [ 15} N e

Um die Zeit T3/, zu bestimmen, bis sich der Wasserspiegel auf die Hélfte gesenkt hat, be-
stimmen wir zunéchst den zugehorigen Winkel A (siehe auch Bild 3) .

05=1-sin(\) — /\:%
o —Arabec [=30+2-cos(2-)) +35-sin(\) +3-sin(3- \) A=
/2 = d2-p-\2-g-c 30.«/1_5111()\) N_—
T1/2 = 13698
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