Sehnenkurven

Eine Aufgabe von Ingmar Rubin

19. Juli 2001

Aufgabe 1: Kreissehne

In einem Kreis k; vom Radius r sei eine Sehne eingezeichnet, die durch einen Punkt P in zwei
Teilstrecken der Liange a und b geteilt wird. Wenn die Sehne einmal im Kreis herumwandert,
beschreibt der Teilungspunkt P einen weiteren (inneren) Kreis ko als Ortslinie.

Welchen Flicheninhalt besitzt der Kreisring zwischen k1 und ko ?

Abbildung 1: Kreis k1 mit der Sehne a + b und dem Teilungspunkt P

Punktezahl=4




Aufgabe 2: Ellipsensehne

Gegeben sei die Ellipse mit Halbachsen w,v. Im inneren der Ellipse wandert die Sehne mit
der Lange

u;—v (1)

einmal herum.

a+b=

1. Welche Ortslinie beschreibt der Mittelpunkt P(z,y) der Sehne, d.h. a =b ?
2. Geben Sie eine Parameterdarstellung = = z(t),y = y(¢) fiir die Koordinaten von P an !

3. Zeichnen Sie das Bild der Ellipse und die Ortslinie von P in ein Diagramm (0 < ¢ < 27).
Wiéihlen Sie © = 6em und v = 3em.

4. Berechnen Sie den Flicheninhalt zwischen der Ellipse und der von P erzeugten Ortslinie.

Abbildung 2: Ellipse mit den Halbachsen u, v und der Sehne a + b

Fiir Kurven, welche auf diese Weise erzeugt werden formulierte der engliche Mathematiker
Hammond Holditch 1858 den folgenden Satz:

Wenn eine Sehne der konstanten Ldinge a + b in einer geschlossene Kurve von einem
Punkt P in zwei Strecken der Linge a,b geteilt wird, hat die Differenz der von der Kurve und
der Ortslinie des Teilpunkts erzeugten Fliche den Inhalt Agipp =7 -a-b.

Zeigen Sie fiir beide Aufgabenstellungen das der Satz richtig ist. (Punktezahl=10)




Losung zur Kreissehne

Wir bezeichenn den Radius des inneren Kreises ko mit c.

Abbildung 1: Die Sehne a, b schneidet sich mit der Sehne r + ¢, — cin P

Nun kommt der Sehnsatz zur Anwendung:

Schneiden sich in einem Kreis zwei Sehnen, so ist das Produkt der Abschnittslingen der
einen Sehne gleich dem Produkt der Abschnittslingen der anderen Sehne.

a-b=(r+c)-(r—c)=r*—c (1)
Multiplizieren wir beiden Seiten der Gleichung mit 7 erhalten wir:

moa-b=m-1 -7 (2)
Der Flacheninhalt des Kreisringes zwischen k; und ko betrragt damit:

Adiff:ﬂ'-a‘b (3)

wie es im Satz von Holditch vorausgesagt war.




Losung zur Ellipsensehne

Erster Ansatz: Schnittpunkt zwischen Kreis und Ellipse

y
X1=U cos(t)
y1=v sin(t)
- B(x2,y2)
- Po— AlxLyr)
e V \
/’/ \
i
\ u 0 / X

Abbildung 1: Schnittpunkte zwischen Ellipse und Kreis

Wir zeichnen die Ellipse mit ihren Halbachsen u,v und dem Mittelpunkt in O(0,0). Um
eine Sehne konstanter Lange auf der Ellipse zur erzeugen wéhlen wir den Punkt A(z1,y1)
auf der Ellipse und zeichnen um ihn ein Kreis mit dem Radius r. Einer der Schnittpunkte
zwischen Kreis und Ellipse bezeichen wir mit B(xg, y2). Die Punktabstandsgleichung zwischen
den Punkten A und B lautet:

ki (m2—21)’+ (2 —m)* =1° (1)

Die Koordinaten der Punkte A und B geniigen weiterhin der allgemeinen Ellipsengleichung
in Mittelpunktslage :

x1? y_12:1

2 2
€2 Y2
w2 2 5 =1 (2)

Bog s

A: ,

Im n#chsten Schritt miissen Gleichungen (1) und (2) nach x9,y2 aufgelost werden. Es
stellt sich heraus, das eine algebraische Auflésung nur mit groem Aufwand moglich ist. Die
entstehenden Ausdriicke sind so umfangreich, das eine weitere Verarbeitung zu kompliziert
wird. Besser ist es die Ellipse mit einer Gleichung 1.Ordnung - einer Geraden - zum Schnitt
zu bringen wie der zweite Losungsversuch zeigt.




Zweiter Losungsansatz: Schnitt zwischen Gerade und Ellipse

Wir bestimmen nun die Schnittpunkte zwischen der Ellipse und einer Geraden g;.

Abbildung 2: Schnittpunkte zwischen Ellipse und Gerade

1'2 y2
Ellipse :  — + =5 =1, g1: y=mzx+n (3)
u? v

Achtung ! Fiir die weitere Rechnung wurde das Computeralgebraprogramm Mathematica
benutzt. Ohne Computerunterstiitzung ist der Aufwand fiir die Ableitungen und algebraischen
Umformungen zu hoch. Es kann sein das andere Computeralgebraprogramme wie MuPAD,
MAPLE V, DERIVE etwas andere Zwischenergebnisse liefern - das Endresultat sollte aber
iibereinstimmen.

Die Auflssung von Gleichung (3) liefert die Schnittpunkkoordinaten der Punkte A(z1,y1)
und B(z2,y2).

B m2nu? muvyv—n? + m2u? + v2 (4)
1= m2u2 4 v2 m2u? + v?
—mnu? — uvv—n2 + m2u2 + 02 (5)
xr1 =
! m2u2 + v2
m2nu? muvy—n? + m2u? + 02
Yo = (6)

m2u2 + v2 m2u2 + v2




B —mnu? + uwvv—n2 + m2u? + v2
2= m2u2 + v? (7)

Die Linge der Sehne AB betrigt:

4(1 +mHuv?(—n? + m2u? + v?)
2 _ (N2 N2
k= (z2—21)" + (Y2 —y1)” = (m2u? + U2)2 (8)

Da k konstante Lange haben soll, gibt es zwischen m und n eine feste Beziehung. Die
Auflésung von (8) nach n ergibt zwei Losungen:

9 Am2ude?
{m = — (e ((m2? o) (= K2 4 et
Amdute? Ay 2pd Am2u2v?t
(m2u2—+v2)2 * (m2u2+4v2)? + (m2u2+v2)2)>>}7

{n2 — \/<(4+4ml2')u‘2v‘2 <(m2u2 + ”2)2( —k*+ _AmPute >+

(m2u2+v2)

4m*uto? 4uvt

2,204
(m?u?+02)” T (m2u240?)? (ﬂjg:ﬂisz)z ) ) ) 1

Fiir die weitere Rechnung betrachten wir nur die obere Halbebene, d.h. ¥ > 0 und ent-
scheiden uns fiir ng. Den Anstieg m ersetzen wir durch den Winkel ¢ zwischen x — Achse und
Normale. Wenn ¢ das Intervall 0 < ¢ < 27 durchlduft, hat sich die Sehne einmal vollstéindig
gedreht.

e o cos(t) 9)

Ctan(t)  sin(f)

Die Koordinaten vom Mittelpunkt P(z3,y3) auf der Sehne AB berechnen sich aus:

. (t) o + 29 B u2 Cot[t]\/(U2+U2C0t[ﬂ2)(_(k2_4“23522—u2(k2—4v2)cot[t]2)sin[t]2 (10)
T T 2(v2 + uZcot[t]?)

U2\/(v2+u2cot[t]2)(7(k274u234;)2;u2(k274v2)cot[t]2)sin[t}2

ity v
)= =5 = 2(v2 + uZcot|t]?) (1)

y3(t

Damit haben wir eine Parameterdarstellung der Ortslinie von P fiir die obere Halbebe-
ne hergeleitet. Aus Symmetriegriinden ergibt sich die Ortslinie fiir die untere Kurve aus
P(—x3(t), —ys(t)). Wem diese Aussage nicht geniigt, kann mit der Losung n; aus (8) die
Rechnung wiederholen.

Die Fliche, welche die Ortslinie von P einschlief$t, ermitteln wir aus der Leibnizschen Sek-
torenformel. Auf Grund der Symmetrie berechnen wir nur die obere Halfte und multiplizieren
das Ergebnis mit dem Faktor 2:

t=m

1 . .
A:2'§'/(5E3'y3—$3'y3)'dt (12)
20




Abbildung 3: Ellipse mit v = 6,v = 3 und der Ortslinie von P

Die Ableitungen der Koordinaten x3(t) und ys(t) sind:
i3 = ((3k%u* + 2k%u2v? + (3k? — 32u?)vt+
k2(4(u* — v*) cos[2t] + (u? — v2)2 cos[4t]))csc[t]2)/
(8v2(v? 4 u?cot[t]?)
N u21v2 ((u? + v + (u — v)(u + v) cos[2t])
(—8u?v? + k2 (u? + v?) + k?(u — v)(u + v) cos[2t])
esclt]*)))
U3 = —((3k%u* + 2u?(k? — 16u?)v? + 3k?vi+
k2 (4(ut — v cos[2t] + (u? — v2)? cos[4t]))
cot|[t]esc[t]?) /
(16u2(v? 4+ u2cot[t]?) /(== ((v2 + uZcot[t]?)

uZv?

(— (k2 — 4u?)v? — u? (k% — 4v?)cot[t]?)sin[t]?)))

k2 2 uv?
dA=-"14
4 w402+ (u—v)(u+v)cos[2t

t=m
2
A= /dA-dt:ﬂuv—%
t=0

In unserem Fall wird die Sehne der Lange k genau in der Mitte geteilt, d.h:

=a, bzw. —=b — —=ab

k k k?
2 2 4

Damit erhalten wir :

A=muv—mab




Die Differenz aus der Ellipsenfliche und der von der Parameterkurve eingeschlossenen
Flache ergibt:

Adiff:Ae”—A:ﬂ"uU—(ﬂ'UU—ﬂ'ab):'ﬂ'ab (]‘7)

- womit auch fiir die Ellipse der Satz von Holditch richtig ist.

Als Vorraussetzungen fiir den Satz von Holditch sind zu nennen:

e die duflere Kurve mufl konvex sein, d.h. sie darf keine Einbuchtungen o.4. aufweisen,

die Sehnen sind Tangenten, d.h. die innere Kurve ist Hiillkurve,

die Sehne darf nicht zu lang sein und wandert nur einmal herum,

e die innere Kurve ist einfach zusammenhéngend.




Losungsweg von Andreas Grieser, Greifswald

Po(xo,yo0)

P2(x2,y2)

P1(x1,y1)

Abbildung 1: Ellipse und Polare zum Punkt Py

Wir legen von einem &ufleren Punkt Py die Tangenetn ¢; und to an die Ellipse. Die
Beriiherungspunkte bezeichen wir mit Py(z1,y1) und Py(x2,%2). Die durch P, P, bestimmte
Gerade bezeichnet man als Polare beziiglich des Punktes Py an die Ellipse. Sie geniigt der
Gleichung:

Txo  YYo

Wir bestimmen nun die Schnittpunktkoordinaten zwischen Ellipse und Polarengleichung.

u? (v*z0? — oo /v1wo? (V0?4 wP(—0% + yo?)))

_I‘ pr
! vixg3 + uvizoyo?
B u?v2yo + /01202 (V2we2 + u2(—02 + yo?))
n V2202 + 6y
o u?(vz0? + yor /01202 (V2202 + u2(—v2 + yo?)))
2 vizgd + uvzoyp?
. w20y — /0 202 (V2202 + 1u2(—v2 + o2))

v2x0? + utyo?
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Der Mittelpunkt zwischen P; und P» beschreibt die gesuchte Ortskurve:

T —+ X9 B u202x0 (2)
T2 w2x02 4 w2y

Y = Y1+ 2 _ u?v?yo 3)
m 2 v2x02 + Uy

Der Abstand der Punkte P; und P, muss konstant (u + v)/2 betragen (sieche Aufgaben-
stellung).

u+v)?
(2 —21)? + (2 —1)? = % (4)
Nach einsetzen der Ausdriicke fiir x1, x2, y1, y2 und Zusammenfassen, erhalten wir:
4(vrzo? + utyp?) (v220? + v (—v? + yo? 1
( 0 Yo )( 0 ( Yo )) — —(u—i—v)2 (5)

(VPa0? + yo?)? 1

Wir gehen nun zur Parameterdartsellung iiber und ersetzen xg, y9 durch ihre Polarkoor-
dinaten :

xo = r(t) cos(t), yo(t) = r(t) sin(t) (6)

(4(r2vtcos[t)? 4 r2ulsin[t]?) (r2v2cost]? + u2(—v? + r2sin[t]?)))

(r2v2cos|t])? + rzuzsin[t]2)2

= w0t @

Diese Gleichung wird nun nach r(t) aufgeldst:

r(t) = 4/((u2v8cos[t]* + uSv?sin[t]?) / (v} (—u + 30) (u + 5v)cos[t]*+
20202 (Tu? — 2uv 4 Tv?)cos[t)*sint]*+
ut(3u — v)(5u + v)sin[t]h)

Fir x,, und y,, ergebne sich damit :

T (t) = (u?v? coslt])/
(4(v2cos[t]® + u?sin[t]?)/((u2vScos|t]* + ubv2sin[t])?)/
(v*(—u + 3v) (u + 5v)cos[t]*+
20202 (Tu? — 2uv + Tv?)cos[t)*sint]*+
u*(3u — v) (5u + v)sin[t]*)))
Ym (t) = (u*v*sin[t])/
(4(v2cos[t]? + u2sin[t]?) v/ ((u2vOcos[t]? + uSv2sin[t]?)/
(v (—u 4 3v)(u + 5v)cos|t] +
200 (Tu? — 2uv + Tv?)cos[t]*sin(t]*+
ut (3u — v)(5u + v)sin[t]*)))
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Wir berechnen nun:

R(t) = VT2 + ym? (8)

R(t) = (u*v?)/
(4(v2cos[t]® + u?sin[t]®)/((uvScos|t]* + ubv3sin[t])?)/
(v*(—u + 30)(u + 5v)cos[t]*+
20202 (Tu? — 2uv + Tv?)cos|t]*sin[t]*+
ut(3u — v)(5u + v)sin[t]!))

Die Funktion R(t) beschreibt die Polargleichnug vom Mittelpunkt der Sehne. Fiir Kurven
in Polardarstellung berechnet sich der Fldcheninhalt nach der Leibnizschen Sektorenformel:

t=2m
A=3 [ IR@Pa (9)
=0
L7 16 2
A= / u?y? 5 - wro) ) 4 (10)
32 A v2cos[t]” + u?sin[t]”  vicos[t]” + utsin]t]
4 2
A=rmuv— — (u+v) (11)

16

Als Differenz zwischen Ellipsenflaiche und A ergibt sich :

T
Adiss = E(quv)2 (12)

Die Lénge der Sehne betrigt:

U+ v b U+ v U+ v
a= —  a=
2 4 4

a+b=
Nach dem Satz von Holditch berechnen wir :
o o u—+v utuvy m 9
Ad,ff—ﬂ'ab—ﬂ'< 1 > ( 1 )—16(U+U) (14)

Das Ergebnis stimmt mit dem oben berechnet Integral tiberein, womit auch fiir die Ellip-
sensehen der Satz von Holditch bewiesen ist.
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Losungsweg iiber konjugierte Durchmesser von Reinhold Moebs

d2

dl
P4(x4,y4)

Abbildung 1: Ellipse mit Durchmesser d; und zugehorigen konjugierten Durchmesser ds

Fiir das weitere Verstdndnis benttigen wir die Begriffe :

Durchmesser der Ellipse: sind Sehnen, die durch den Ellipsenmittelpunkt gehen und von
diesem halbiert werden.

konjugierter Durchmesser: Mittelpunkte aller Sehnen, die zu einem Ellipsenduchmesser
parallel sind. Es gilt fiir die Steigungen des Duchmessers und des konjugierten Durchmessers:

w2

mimo = 71}_2 (1)

Wir verldngern r(t) = OP in beiden Richtungen bis an den Rand der Ellipse und erhalten
den Duchmesser d;. Sein Anstieg betragt :
sin(t)
cos(t)

(2)

Zum Durchmesser d; zeichnen wir den konjugierten Duchmesser do mit dem Anstieg mo

dy : my = tan(t) =

durch den Ursprung.

(3)

d2: mo = —
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Auf dy tragen wir die Lange der Sehne ab, in dem wir einen Kreis mit dem Radius

a
kl: R:§ (4)

um den Ursprung zeichnen. Die Schnittpunkte zwischen k1 und do seien mit P; und P
bezeichnet. Durch P;, P, konstruieren wir die Parallelen zu dy. Die Schnittpunkte zwischen
den Parallelen und der Elllipse seien mit P; und P, bezeichnet.

Die Linie PP, ist die Sehne mit der Linge a. Nach dem oben stehenden Satz wir diese
Sehne genau in der Mitte vom Durchmesser d; geteilt, da dieser konjugiert zu dg ist !

Analytische Berechnung
Kreisgleichung mit Radius R = a/2 :

Ky : w4yt = — (5)

Geradengleichung fiir den Ellipsendurchmesser da

ds : Yy=mox = — 5 T
miu

Schnittpunkte zwischen k1 und ds :

2 2
amiu av
Py(z1,1) : T =, Y| = 7
(@1,91) 2vm2ut 4+ vt Y 2vmi2ut + vt Q
amiu? av?

Ps(x2,12) : T2

= = -—— 8
2vmi2ut + v b2 2v/m2ut 4+ vt ®)
Gleichung der Parallelen to zu d; durch den Punkt Ps:
to: y:(m—xg)ml—i—yg (9)
Gleichung der Ellipse mit den Halbachsen u, v :
2 2
e: S (10)

u?2 2

Schnittpunkt P; zwischen to und Ellipse :

\ /m12u4+v4

Ys = %( — w4 (g (002 (ma 20 4 02) (my 2t + o)
(—a?(m12u? + v?) + 4(mq%ut +0?)))
(G + ) ma?u +0%))
Ty = %( it (Vw0 (e + o)
(ma?ut + v*)(=a? (mi2u? + %) + 4(mu + 0*))))/

((m12u? + v?) (mq2ut + v4))>
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Die gesuchte Polardarstellung vom Mittelpunkt der Sehne erhalten wir aus:

r=PP — r(t)=(z1a—22)>+ (s — 1)? (11)

(1 +mi12)uv?(a?(mi2u2 + v2) — 4(mq2u* + v4)) (12)
r=4]-

4(m12u? 4+ v2)(m2ut + o)
Fiir den Anstieg m; schreiben wir m; = tan(¢) und erhalten r = r(¢) :
t 4 2
r(t) = uv sec(t) - a _ (13)
2 v? + u2tanft]”  v* + uttan[t]

Die Fliche, die der Radiusvektor r(¢) im Intervall 0 < t < 27 iiberstreicht, folgt aus der
Leibnizschen Sektorenformel:

t=2m Sign[u]® - 2,.Q: 2 /Sign[v]*
, 1 2muw Sign[o]? Sign[v]  a“wSign|u] 1/Sign[u]4
r(t)?dt = = - (14)

2 Sign|[u] 2Sign[v]?

Im vorliegenden Fall gilt © > 0, v > 0, weshalb die Vorzeichenfunktion entfallen kann.
Das Ergebnis entspricht dem Satz von Holditch.
2
A = muv — e (15)

Man kann die Berechnung des Integrals umgehen, wenn man die Gleichung fiir r(t) ge-
schickt umformt:

r(t) = uv sec(t) \/ 4 a? i (16)

2 v2 + u2tan[t]? ot uttan(t]
2,2 2,2 2
r(t) = — L (17)
u?sin”(t) + v2 cos?(t)  4u* sin®(t) + 4 v* cos?(t)
Setzt man :
2 4
9 u 9 u ,  av ,  au
=1—- — =1— = = — 18
so erhélt man :
2 12
v v
1?2 = — 19
r(t) 1 —e12 cos?(t) 1 —e92 cos?(t) (19)
Bei den Kurven
2 2
ri(t) = ro(t) =\l ——=—=m (20)

1 —¢e12 cos?(t)’ 1 — e92 cos?(t)
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handelt es sich um Polardarstellungen von Ellipsen mit dem Mittelpunkt im Ursprung.
Die Halbachsen von r;(t) betragen u, v. Die Ellipse, die von r2(t) beschrieben wird hat die
Halbachsen :
,  au ,  av

- - - 21
U v 5 (21)

Die Fliche, welche r(t) iiberstreicht betrigt:

2T 2T 2T
1 1 1
A= /r(t)zdt: 3 /rl(t)2dt— 5 /7’2(75)2dt (22)
t=0 =0 t=0
(12
A=rmuv—7nu'v =ruv—n— (23)

4




