Seitenhalbierende im Dreieck

Ingmar Rubin, Berlin

24. November 2003

Gegeben sei das Dreieck ABC mit der Grundseite AB und dem Winkel v = <BCA. Die
Seitenhalbierende C'D = r bildet mit der Grundseite den Winkel ¢. Gesucht ist die Ortskurve
vom Punkt C' wenn ¢ das Intervall 0 < ¢ < 7 durchlduft und

1. der Winkel v konstant 30° betrigt,

2. der Winkel 7 eine lineare Funktion von ¢ ist, mit v(¢) = vo + kt, 70 =30° k=0.3
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Abbildung 1: Skizze zur Aufgabenstellung

e Ermittle fiir beide Fille die Funktion r = r(t),
e Zeichne die Ortskurven in je ein Diagramm fiir das Intervall 0 <t <,

e Berechne den Winkel ¢4, aus dem Intervall 0 < ¢ < 7 bei dem 7(¢) im Fall 2 maximal

wird !

Punktezahl = 7
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Losung
Aus der Kreisgeometrie sind die beiden folgenden Sétze bekannt:

o Alle Periheriewinkel iber einer Sehne im Kreis sind konstant.

o Der Zentriewinkel iber einer Sehne ist doppelt so grofi wie der zugehirige Periepheri-

winkel.

Damit muf} im Fall 1 die Ortskurve Teil des Umkreises vom Dreick AABC sein (Bild 2).
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Abbildung 2: Skizze zur Losung

Als Koordinatenursprung wéhlen wir den Punkt D(0,0). Den Umkreismittelpunkt vom
Dreieck ABC' bezeichen wir mit M. Der Umkreisradius R und die Strecke d = DM folgen

aus dem rechtwinkliegen Dreieck DM B:

c c cos7y
d=R = 1
o8 2siny (1)

ADMB : R

- 2siny’

Der Cosinusatz im schiefwinkliegen Dreieck DM C' lautet:

ADMC : R:=d?>+r*—2dr cos(%—t) (2)
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Die Gréflen R und d werden aus (1) ersetzt :

1 1
~Pesey)> =r? + 1 c*cot[y

1 ]2 — ¢r cot[y] sin[t] (3)

Die quadratische Gleichung (3) l6sen wir nach r auf :

ri(t) = g (cotm sin[t] — \/ —cot[r]* + esc[y]” + cot[ﬂ2sin[t]2> (4)
ro(t) = g (cot[v] sin[t] + \/—Cot[v]2 + csc[y]? + cot['y}Qsin[tF) (5)

Wir benétigen den Losungsanteil, fiir den y(t) = r(t)sin(¢) positive Werte liefert. Die
Funktion ro(t) erfiillt diese Bedingung fiir das Intervall 0 < ¢t < m. Mit dem Kommando
r=FullSimplify[r2] kénnen wir denn Funktionsausdruck noch etwas vereinfachen. Das Bild
der Ortskurve wird auch als Faflkurve bezeichnet.

Cc

r(t) = 3 <\/—cos[t]2cot[”y]2 + esc[y]? + cot[y] sin[t]) (6)
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Abbildung 3: Ortskurve mit konstanten Winkel v = 30° - Fafkurve
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Der Losungsansatz ist von einem beliebigen Winkel v ausgegangen. Bild 2 ist offensichtlich
fiir alle Winkel v aus dem Intervall 0 <~ < 7 giiltig. Demzufolge kénnen wir an Stelle von ~
auch die lineare Funktionsgleichung (7) setzen.

V() =0 +kt (7)
r(t) = % c <\/—cos[t]200t[’70 + kt]? + esclyo + kt)* + cot[yo + k 1] sin[t]> (8)
y
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Abbildung 4: Ortskurve mit verdnderlichen Winkel v = ~vg + k't
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Maximumbestimmumg von 7(t)

Wir bilden nun die erste Ableitung der Funktion r(t) aus Gleichung (8):

r(t)=c (\/—cos[t]2cot[kt + 0)? 4 esclkt 4 0] + cot[kt + o] sin[t]>

(cos[t] cot[kt + o] — kesc[kt + ~o]? sin[t])/

2 \/—cos[t}Qcot[kt + v0)? + csclkt + yo)?

Die Nullstellen dieser komplizierten, transzendenten Funktion mufl numerisch bestimmt
werden. Zunéchst setzen wir die Werte aus der Aufgabenstellung ein ¢ = 10, vo = §, k = 0.3:

r'(t) =5 (\/—cos[t]zcot [% + 0.375]2 + csc [% + 0.3t]2 + cot [% + 0.3t] sint]

(cos[t] cot [% + 0.3t] — 0.3csc [% + 0.3t]2 sin[t]))/

<\/_Cos[t]2<:ot 5+ 03] + csc 5+ 0.375]2)

Uber eine Funktionsgraphik wird der Startwert fiir die iterative Nullstellensuche bestimmt
(ts = 1.0). Die numerische Maximumbestimmung liefert:

-2+

-4!

Abbildung 5: Funktion r(¢) und ihre erste Ableitung 7/(¢) im Intervall 0 < ¢ <7

tmaz = 1.028444828022685 ~ 58.9255°, —  r(tmaee) = 10.2408 (9)

Auf den Nachweis mit Hilfe der zweiten Ableitung sei an dieser Stelle verzichtet.




