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Gegeben sei das gleichseitige Dreieck ABC mit der Seitenldnge a. Auf der Hohenlinie h,
liegen zwei Kreise k1 und ko so iibereinander, das sie sich in einem Punkt berithern. Der Kreis
ki tangiert dariiberhinaus die Seiten AC und BC des gleichseitigen Dreiecks.

Ein dritter Kreis k3 liegt auf der Verbindungslinie M B, wobei der Punkt M den Umkreis-
mittelpunkt (=H6henschnittpunkt im gleichseitigen Dreieck) markiert. Der Kreis k3 tangiert
die Seiten AB und BC.

1. Gibt es einen Kreisradius fiir k3 so, dafl er genau die beiden anderen Kreise in je einem
Punkt beriihert 7

2. Wenn ja, so berechnen Sie die Kreisradien r1, 7o und r3 in Abhéngigkeit von a fiir diesen
Fall !

Abbildung 1: Skizze zur Aufgabenstellung

Punktezahl=8




Losungsweg 1 iiber den Satz des Pythagoras

Abbildung 2: Skizze zur Aufgabenstellung

Im ersten Schritt berechnen wir die Strecken x und y am Kreis ki:

Sin('y):i(;—1 — x=2-r (1)
tan(y) =+ = y=v3.n (2)

Betrachten wir nun die Hohe h im gleichseitigen Dreieck. Nachdem die Strecke x bekannt
ist konnen wir eine Gleichung zwischen den Radien 71,72 und h notieren:

3
gll: h:%:x—i—h—l—%g:&“l—l—%g (3)

Ahnlich kénnen die Teilstrecken u, v auf der Seite AB berechnet werden.

tan(ﬂ):% — u=13ry (4)

u+vzg — v:gf 313 (5)




Schlielich folgt fiir die Teilstrecke b auf der Seite BC :
b=a—u—y=a—V3-r3—V3-1r (6)

Nun fillen wir das Lot vom Mittelpunkt des Kreises k3 auf den jeweils gegeniiberliegenden
Radius 9 bzw. r3. Mit dem Satz des Pythagoras folgt :

gl2: b2 + (7“1 — 7’3)2 = (7’1 + 7’3)2 (7)
gl3 : ’1)2 + (7“3 — 7“2)2 = (7“2 + 7’3)2 (8)

Die Grofien b, v werden durch Gleichung (5) und (6) ersetzt. Mit der Beziehung (3) haben
wir eine dritte unabhéngige Beziehung zwischen den gesuchten Kreisradien. Mit Hilfe eines
Computeralgbraprogramms wie Mathematica 16sen wir die Gleichungen (3), (7) und (8) nach
den Radien auf:

FullSimplify[Solve[{gl1, gi2, g3}, {r1, 2, 73}]]

{{T2—>—ﬁ<—20+7\/§+\/m)a’
1 g~ 204+ 18V3 + V=113 4+ 72V3) a,

&(18+8f 3 73+52>a}
{r2—>—ﬁ<—20+7\/_—\/m>aa
= g5 ( =20+ 18V3 — V=113 4 72V3)a,

7‘3—>&<18+8\/§+3,/73+ 52)@}

{r2—>4—14<—(20+7\/§)a—(1+2\/§) (—5—4\/§)a2>,

" — & <(2o +18v3)a + (1 +2v3)4/(— 5 — 4\/§)a2> :

a2

—4a—2\/—5a2 —44/3a2

ry —

2

{r2_>4_{1<—(20+7\/§)a+(1+2\/§) (—5—4\/§)a2>7

= ((20 +18v3)a — (14+2v3)4/( =5 — 4\/§)a2> :

a2

74a+2\/5+4\/§\/ —a?

ry —

1




Aus der Losungsmenge ist fiir uns das Tripel von Interesse, welches fiir a > 0 drei positive

Werte fiir r1, 79 und r3 liefert.

T = % <—20 +18V3 + 1/ —113 + 72\/§>
ry = _% (-20 +7V3 4/ 113 + 72\/§>

a 73 52
7"3—%(184-8\/5—3 34‘%)

Das Verhéltnis der Radien r1 zu ro betréigt:

1
T—lzé. <1+4¢§+ 13+8\/§>

T2

Um das Ergebnis praktisch zu tiberpriifen sei @ = 10 cm vorgegeben:

r1 = 2.2119 cm, ro = 1.01227 cm, rg = 1.47554 cm

(9)

(10)

(12)




Losungsweg II, Satz von Stewart

Abbildung 3: Skizze zum Satz von Stewart

Die Seitenléngen k, [, m entsprechen der jeweiligen Summe aus zwei Radien.
k=mr+rs, =71+ re, m=ry+r;s (14)

Die Strecke ! wird vom Umkreismittelpunkt M in die Teilstrecken p und g geteilt.

a
=R—-2-ry, =l—-p=3-r1+r— R, R=— 15
p 1 q p 1472 7 (15)

Die Strecke zwischen dem Mittelpunkt von k3 und Umkreismittelpunkt M bezeichen wir
mit t:

t:R—Q'Tg (16)

Es kann jetzt der Satz von Stewart zur Anwendung kommen. Mit ihm berechnet man die
Lénge der Transversalen t, welche die gegeniiberliegende Dreiecksseite im Verhéltnis p + ¢
teilt.

(P +p-q)=p-m’+q-k (17)
Nach dem Ersetzen der Gréflen durch ihre oben abgeleiteten Darstellung erhalten wir:

gly - 3(2R — 3r1)r1(r1 + r2) — 2(r1(3r1 — re) + R(r1 + 3r2))rs + 3(r1 + ?”2)7”32 =0 (18)




Als weitere Beziehung nutzen wir die Gleichungen gl; und gls aus dem vorherigen Kapitel:

gly : GT\/g = 3r; + 2ry (19)
a 2
gls = (—7”2 + T3)2 + (5 — \/37‘3) = (T‘Q + T3)2 (20)

Die Losungsmenge der Gleichungen gli, gls und gly prisentiert sich in Mathematica wie
folgt :
a a a
{2 =358 =55 1= 550
{T‘Q—)#,T?) @G,TIH#},

(r2 — ——(—20+7f+ \/—113+72f)

r3_>§<18+8\/§—3\/?+%)a,
— (=20 +18V3+ V113 + 72V3)a},
{Tzﬁ_ﬁ<_20+7\/_— —113—1—72\/5)(1,

%(18+8f+3 jg)a,
( 20—1—18\/_—\/—1134—72\/_)
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{r2 —

(—1245v3) a+\f\/ 13-8v3)a
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2 <2+\/§> (1378\/§> a
4
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2372

r3 —

9a?

4(—6+5\/§)a—2\/§\/(13—8\/§)a2

rl —

{r2 — 302
(—12+5\/§)a—\/§\/(13—8\/§)a2

1

)
2 (2+\/§> (13—8\/5) a

+ pEY)

rl — & ((20 +18v/3)a — (8 4+ 5v/3)4/ (13 — 8\/3)(12) 1}

Alle Losungen, die den Term 4/ (13 — 8v/3)a2 bzw. 1/ (13 — 8v/3)a enthalten sind imaginér

und entfallen fiir die Aufgabenstellung.

r3d —

QI




Untersuchen wir nun die (vermeintliche) Losung

a a a

ﬁ, T2:2—\/§7 TBZm (21)

Der Mittelpunkt von 79 fillt mit dem Héhenschnittpunkt M zusammen. Im gleichschenk-
ligen Dreieck ist das identisch mit dem Innkreismittelpunkt. Die Radien r1 und r3 sind gleich
grof}. Wir erhalten das Bild 4. Im Sinne der Aufgabenstellung muf} diese Losung entfallen, da
ks nur den Kreis ko beriihert.

L =

A a B
Abbildung 4: Zweite Ldsung beim Satz von Stewart

Der andere Losungsanteil ist mit dem aus Losungsweg 1 identisch.

r = % <20 L18V3 4+ 4/ —113 + 72\/5) (22)
Py = 7% (20 +TV3 4/ 113 + 72\/§> (23)

a 73 52
= 1 — — 4 = 24
T3 6 ( 8—|—8\/§ 3 3 \/§> (24)




