Zwei Kreise im gleichseitigen Dreieck

ein Aufgabe aus der Japanischen Tempelgeometrie

23. August 2006

Gegeben sei das gleichseitige Dreieck ABC mit der Seitenléinge a. Auf der
Hohenlinie h. = C'D befinden sich die Mittelpunkte der Kreise k1 und ks. Der
Kreis k; tangiert die Seite AB im Punkt D. Der Kreis ko tangiert die Seiten
AC und BC des Dreiecks. Die gemeinsamen Tangenten t1,ts der Kreise laufen
durch die Punkte A bzw. B.

1. Bestimme den Radius von k; und ko fiir den Fall, dass beide Kreise gleich
grof} sind.

2. Berechne den Radius R von ko wenn der Radius r fiir k1 gegeben ist.

D

Abbildung 1: Bild zur Aufgabenstellung
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Losungsvorschlag 1

nach einer Idee von Peter Stratmann, Bonn

2B+28=60
B+6=30

al2 D al2

Abbildung 2: Skizze zum Losungsweg 1

Der Mittelpunkt M von ki befindet sich auf der Winkelhalbierenden von
<WSAD = 2. Ebenso liegt der Mittelpunkt My von ko auf der Winkelhalbie-
renden von <<C'AS = 20 (siche Abbildung 2). Die Summe der Winkel 2 5 + 2§
ist konstant und betrigt 60° (Innenwinkel im gleichseitigen Dreieck):

204+25=60° — [+0=<MAM;=30° = const. (1)

Im rechtwinkligen Dreieck AD M, ergibt sich:

tanﬁ:aLﬂ:%Tr (2)

Der Abschnitt C'Ms auf der Hohenlinie h. des Dreiecks folgt aus:

R
CM>

sin 30° = — CM;=2R (3)

Die Strecke DMy auf der Hohenlinie h, = C'D berechnet sich aus der Differenz:

a3
2

DM, = h, — CM; = 2R (4)
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Im rechtwinkligen Dreieck AD M, ergibt sich:

DM, X2 _92R 4R
tan(2ﬂ+5): a/22 = _2 a/2 — 3_7 (5)

Die Anwendung eines Additionstherems liefert:

tanx + tany

t = 6
an(@ +y) 1 —tanz - tany (6)
o tan 8 + tan 30° 4R
t = = _
an(f +30°) 1 —tan 3 - tan 30° 3 a (7)
Mit dem Resultat aus (1) und tan 30° = % erhalten wir:
27 1
“ 1t 4R
a V3
- V3 - (8)
a V3

Nach Beseitigung der Doppelbriiche erhalten wir:

4
M: 5 AR (9)
3a—23r a

Fiir Aufgabenstellung 1 setzen wir R = r und 16sen nach r auf:

avV3+6r \/3_4_7“

3a—2\/§7“: a (10)
a\/§+6r:<3a—2\/§r) <f—%r) (11)
V3467 =3v3a—6r— 125 Y37 (12)

a
schliefflich erhalten wir eine quadratische Gleichung zur Bestimmung von 7:

34+ 6)
SVE2 —Urat VB2 =0 — 1= BEVE 13
1/2 9 \/g ( )
Da beide Kreise innerhalb vom Dreieck ABC liegen sollen, folgt als Losung:
a(3-v6) a
ro=————=-(V3-+2 14

Bei Aufgabenstellung 2 ist R gesucht:

a\/§—|—67“_ 3_@ _ R_a(\/ga—ﬁr)

— = 15
3a—2V3r a 6a—43r ( )
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Losungsvorschlag 11

al2
Abbildung 3: Skizze zum Losungsweg 11 fiir r = R

Wir gehen in Abbildung 3 davon aus, dass beide Kreise gleich grofie Radien
besitzen. Die Tangentenabschnitte ¢ vom Punkt S an die Kreise k1 und ko sind
dann gleich grofi. Der Abschnitt y = C'My auf der Hohenlinie des Dreiecks folgt
aus:

sin30° =~  — y=2r (1)
Y

Die Strecken s = M1.S und w = SM> sind gleich lang und berechnen sich aus
dem Pythagoras:

s=w= 47 2)

Die Hohe h, = CD setzt sich wie folgt zusammen:

a3
2

he = =r+s+w+y=3r+2Vt2+r2 (3)

Betrachten wir nun das rechtwinklige Dreieck BDS"

CL2

ABDS : (g+f)2=z+(r+ t2+r2)2 (4)
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Nach ausmultiplizieren der Quadrate und zusammenfassen erhalten wir :
27 (r+Vt2+r?) =at (5)

Die Gleichungen (3) und (5) werden mit einem Computeralgebrasystem nach
r,t aufgelost. Fiir a = 10 wird eine numerische Ndherung angegeben.

a(V3- V) a(V6-2)

p=VE TV 158019, t =

5 ~ 1.12372 (6)

Berechnung von R bei gegebenen r

B

al2

Abbildung 4: Losungsvorschlag I1, Berechnung von R bei gegebenen r

Im Dreieck BCD betrégt der Winkel <BCD = 30°. Daraus folgt:

_ R
CM, =
27 §in30°

=2R (7)

Der Mittelpunkt von Kreis k; liegt auf der Winkelhalbierenden von <DBS.
Wir kénnen den Satz des Apollonius zur Anwendung bringen:
Die Winkelhalbierende teilt die gegeniiberliegende Seite im Verhdltniss der an-
liegenden Seiten.

s a2+t

ABDS: -~ == 7 (8)
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Analog liegt My auf der Winkelhalbierenden von <C'BS und es gilt mit dem
Satz des Apollonius:

2
apsc: 2o _a (9)
w o a/24t

Im rechtwinkligen Dreieck SH M gilt der Pythagoras:

s AT (10)

Die Hohe h. setzt sich zusammen aus:

3
hC:a2 =2R+w+s+r=2R4+w+Vt2+r2+r (11)

Die Gleichungen (8),(9) und (11) werden nach w, ¢, R aufgelost:

{{w—>%(\/ga—4r),R—>%(\/ga—4r),t—>0},

a(a2+4r2)(\/§a2 —4ar—4\/§r2) a(\/§a2 —4ar—4\/§r2) dar?
w— R — 6a2—8r2 it — a?—4r2

6a*—32a2r2+32r4

Die erste Losung ist aus geometrischer Sicht nicht sinnvoll da ¢ = 0 ist. Die
zweite Losung liefert die gewiinschte Formel, aus der wir den Radius R bei
gegebenen r bestimmen koénnen.

_ a (\/ga,2 — 4ar — 4\/§r2)

R
6a2 — 8r2

(12)
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Losungsvorschlag 111

2B+28=60
B+ 5=30

A

D al2

Abbildung 5: Skizze zum Losungsvorschlag 111, Berechnung fiir r = R

Der Mittelpunkt M von ki befindet sich auf der Winkelhalbierenden von
<DBS = 2. Ebenso muss der Mittelpunkt My von ko auf der Winkelhalbie-
renden von <CBS = 20 liegen (sieche Abbildung 5). Die Summe der Winkel
26+ 26 ist konstant und betréigt 60°:

204+25=60° — [+0=<MBM;=30°= const. (1)

Die Strecke w = M; M, kénnen wir aus der Differenz der Hohe h. = C'D und
den Kreisradien berechnen:
a3

w=DMMs=h.—r—y=h-—3r, he = 5 (2)

Die Linge der Strecken v = BM; und v = BM5 folgt aus dem Pythagoras:
2 2
u2:r2+az, v2:(h—27“)2+% (3)

Mit dem Kosinussatz im Dreieck M7 BM> erhalten wir eine Beziehung zur Be-
rechnung von r:

AMBMy:  w?=u*+v? — 2uv cos(f + 0) (4)
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Nach einsetzen der Resultate aus (1) .. (3) erhalten wir:

87“2—1—\/3(0,2—1—47“2)\/a2—2\/§ar+4r2:a(a+2\/§r) (5)

Die Losung der Gleichung (5) ergibt:
RTEEN TR o

Fiir uns kommt nur die erste Losung in betracht, da die Kreise innerhalb vom
Dreieck liegen miissen. Die Konstruktion der Strecke r1 mit Zirkel und Lineal ist
einfach moglich. Die Hohe im gleichseitigen Dreieck ABC' mit der Seitenlénge a
betrigt h = a v/3/2. Von dieser Hohe subtrahiert man die Hilfte der Diagonalen
eines Quadrates mit der Seitenldnge a.

Berechnung von R bei gegebenen r

C

2B+25=60
B+ 6=30

Abbildung 6: Skizze zum Losungsweg 111, Berechnung von R

Wir benutzen den Losungsansatz wie im vorangegangenen Abschnitt. Der
Winkel <M;BMs = 30° bleibt fiir beliebiges Verhéltniss /R konstant, d.h.
die beiden Radien miissen nicht zwingend wie in Aufgabenstellung 1 gefordert,
gleich grof sein. Die Strecke w = M M, kénnen wir aus der Differenz der Hohe
he = CD und den Kreisradien r, R berechnen:

a3

w=MMy=h.—r—y=h.—1—2R, he = 5 (7)
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Die Lange der Strecken ©w = BM; und v = BM5 folgt aus dem Pythagoras:

2 CL2

u2:r2+az, o= (h—2R)+ = (8)

Mit dem Kosinussatz im Dreieck M; B M, erhalten wir eine Beziehung zwischen
den beiden Radien:

AMBMy:  w?=u*+v* — 2uv cos(8 + 0) 9)

Nach einsetzen der Resultate aus (7) und (8) erhalten wir:

87“R+\/3(a2+4r2)\/a2—2\/§aR+4R2:a(a+2\/§r) (10)

Gleichung (10) l6sen wir nach R auf:

_ a? R — a? — 24/3ar (11)
\/§a+2r’ 2 2(\/§a—2r)

Fiir uns kommt nur die zweite Lésung in Betracht, da der Kreis k2 innerhalb
vom Dreieck ABC' liegen muf.

Ry




